Exercices de colles 8 : semaine du 20 novembre

Exercice 1 — (Vandermonde)

Soient ag,a,...,a, des réels non nuls deux a deux distincts.
On note R, [X]* = {f : R,[X] — R, ou f est linéaire}, le dual de
R, [X] qui est de dimension finie.

ap at ... aftt
1. Montrer que V(ag,...,a,) = : : : : =
a, a ... a’tl

aopai...an Hi>j(ai — aj). Que dire de la valeur de ce détermi-

nant ?

2. Soit j € [0,n]. On note F; : R, [X] — R lapplication définie
par Fj(P) = [ P(z)dz. Montrer que (Fy, F1, ..., F),) est une
base de R, [X]*.

Exercice 2 — (Polynéme de matrice)

Soit M = (ﬂi).
0
1. Soit P € R[X]. Que vaut P(M).
2. CNS pour que M soit diagonalisable.

Exercice 3 — (Intersection de deux spectres)

Soit (A, B) € M,(C).
Montrer que x4(B) € GL,(C) < Sp(A) N Sp(B) =0

Exercice 6 — (Polynémes caractéristiques)

Soit (A,B) € M,(R). On souhaite montrer que AB et BA
ont méme polyndéme caractéristique.

1. Montrer le résultat dans le cas ot A € GL,,(R).
2. Montrer que GL,(R) est dense dans M, (R).

3. Conclure.

4. Montrer que Vp € N, X(apy» = X(BA)»

Exercice 7 — (Dans C)

Soit A € M,,(C) telle que 0 est la seule valeur propre.
1. Montrer de deux facons différentes que A™ = 0
2. Calculer det(A + In).
3. Soit M € GL,(C) commutant avec A. Calculer det(A + M).
4

. Inversement, quelles sont les matrices A telles que : VM €
GL,(C),AM = MA & det(A+ M) = det(M)

Exercice 8 — (Nilpotence)

Soit A € M, (C).

1. Soit B une matrice nilpotente de M, (C). Que dire du spectre
de B?

2. Déterminer les polynémes P pour lesquels la matrice P(A) est
nilpotente.

Exercice 4 — (Diagonalisation d’un endomorphisme)

Soit ¢ : M € Mu(R) — My,(R), M s *M. ¢ est-elle dia-
gonalisable ?

Exercice 5 — (Déterminant circulant)
On considere la matrice J définie telle que

0 1 (0)
J =

0 1

10 0

1. Montrer que J est diagonalisable dans M,,(C)
2. Application : Exprimer

ag ai Gn—1
w = Qp—1
ai
a1 e Qp—1 ap

Exercice 9 — (Convergence uniforme ?)

Soit  (fn)n>1 la suite de fonctions définie sur [0,1] par
fulz) = _ 2w
T T onna?

1. Etudier la CVS.

2. Calculer I,, = fol fn(t)dt et la limite de I,,. En déduire que la
suite (f,) n’est pas uniformément convergente sur [0, 1].

3. Prouver la non CVU d’une autre facon.

Questions de cours

— Polynéme caractéristique d’une matrice compagnon.
— Existence d’un polynome annulateur d’un endomorphisme
d’espace vectoriel de dimension finie.
¢  KpX] — Kntl
P —  (P(x0), ..., P(xy))
Conséquences (Lagrange).

est un isomorphisme.
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