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Questions de cours
Vous devez citer correctement 1’énoncé puis le démontrer.

1. Soient F un ss ev de E un espace euclidien et p € L(E)
pop =p et Vo € FE||p(z)]] < ||z| <= p est une projection orthogonale sur Im p

2. Soient u € L(E) et B une bon de E. u est un endomorphisme auto-adjoint ssi
Matpg(u) est symétrique.

3. Soit A € S;7(R), il existe une unique matrice B € S;"(R) telle que B? = A.

Exercices

Exercice 1 (Mines MP)

Soit E un espace euclidien de dimension n. La famille (z1,...,z,) est dite
obtusangle si Vi # j, (i, z;) < 0.

1. Montrer que si (x1,...,x,) est obtusangle et si (A1,...,,) € R™ alors

P P
> il < 1> Ay
i=1 i=1

En déduire que p < n + 1.

<

2. Montrer qu’il existe des vecteurs unitaires uq,...,u,41 tels que Vi #
j7 <u’i7uj> = —1/7’l

3. Montrer que si les vecteurs uq,...,u,+1 sont unitaires et vérifient, pour
tous ¢ # j, (u;,u;) = a <0, alors o = —1/n.
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Exercice 2 (X PC)

Soit M = (mi,j)lgi,jgn € GL,(R).

1. Montrer Vexistence de O € O, (R) et T € M,,(R) triangulaire supérieure
telles que M = OT.

2. Montrer que (det M)? < H (Z mij).

j=1 \i=1
Exercice 3 (ENS PSI)

-
Soit A € M, (R) et F(A) = {X AX

% ,XGR"\{O}} CR.

1. Montrer que les valeurs propres réelles de A sont dans F(A).

2. Si A est symétrique réelle, montrer que F(A) est un segment et préciser
ses bornes.

3. On dit que A est entiérement inversible si 0 ¢ F(A).
Montrer que si A est entiérement inversible alors A~! existe et est
entierement inversible. Montrer que toutes les sous-matrices carrées
obtenues en supprimant les mémes lignes et colonnes de A sont
entierement inversibles.

Exercice 4 (X PC)
On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
(a) Caractériser les A € M,,(R) telles que VX € R", (AX, X) = 0.

(b) Déterminer les matrices de M,,(R) antisymétriques et nilpotentes.

Exercice 5 (X PC)

Soit M € O3(R) telle que det(M) > 0. Montrer que 1 est valeur propre de M.
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Exercice 6 (X PC)

Déterminer .
inf{/ (|t| — a — beost)® dt : (a,b) € Rg}.

—T

Exercice 7 (X PC)

Pour n € N, soit P, = ((X2 - 1)n>(n)'

1. Sin > 1, montrer que P, est de degré n et admet n racines distinctes
dans | — 1,1].

2. Trouver un produit scalaire sur R[X] pour lequel la famille (P,),>0 est
orthogonale. La famille est-elle orthonormée ?
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