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Questions de cours
Vous devez citer correctement 1’énoncé puis le démontrer.

1. Existence d’un polynome annulateur d’'un endomorphisme d’espace vectoriel de
dimension finie.

2. Déterminant de Vandermonde.

3. Polynoéme caractéristique d’une matrice compagnon.

Exercices

Exercice 1 (X PC)

n
Soit M = (mj j)1<ij<n € Myn(C) telle que Z |m; ;| < 1 pour tout ¢. Montrer
j=1
que I,, — M est inversible.

Exercice 2 (X PC)

Déterminer les A € GL,(R) telles que VM € GL,(R), AM = MA.

Exercice 3 (Classique)

1. Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(K) telle que
V(A B) € Mu(K)2, @(AB) = p(BA).
Montrer qu’il existe A € K tel que

VM € Mu(K), (M) = \tr(M).

2. Soit M € M, (K) telle que VN € M, (K), MN =NM.
En considérant A — tr(M A), montrer que M est scalaire.
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Exercice 4 (X PC)

Soient E un espace vectoriel de dimension n > 2, u et v dans L(E) tels que
Imu=1Imvet rgu=1.

1. Existe-t-il toujours A € R tel que v = Au ?
2. On suppose que ker u = ker v. Existe-t-il toujours A € R tel que v = Au ?

3. Soit D une droite vectorielle. On pose F = {u € L(E),Imu C D}. Cet
ensemble est-il un espace vectoriel ? Si oui, déterminer sa dimension.

Exercice 5 (Classique)

Soit FE un espace vectoriel de dimension finie, et @ € L(F). On considére les
applications linéaires

Ur—»aou Ur—uoa.

(I):{L‘(E)—>£(E) o @:{K(E)%C(E)

Calculer les rangs respectifs de ® et ¥ en fonction de la dimension de E et du
rang de a.

Exercice 6 (X PC)

1. Soient A et B dans M,, ,(C). Montrer que
lrgA—rgB| <rg(A+ B) <rgA+rgB.
2. Soient V4, ..., V) dans M,, 1(C) tels que
VWV 4+ WY =L

Montrer que k > n.
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Exercice 7 (Classique)

Soit F1, ..., F, des sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vec-
toriel E de dimension n. Montrer que

dim <ﬂ Fk> > Zdika —(p—D)n.

k=1 k=1

Exercice 8 (Mines PC adapté)

Soient m > 1. Déterminer les matrices 4 € M, (K) telle que VX €
M, (R), det(A + X) = det(A) + det(X).
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