


Exercice 1 :

1) La ligue 1 content 1 nombre.

La Ligue 2 contient 2 nombres.

i

La Ligue h contienth membres.
Aussi, on obtient :

Nu = 1+ 2 + 3+... + m

=(m+1

2) Bu est
, par définition, le Nn-ième nombre

impair, donc :

Bu = 2Nm-1
,

et :

Bm=x
= m(n+1) - 1

=- mi + m - 1



D'après la pyramide, on a :

An = Bur + 2
,

don :

An = (Nn--1) + 2

= 2Nr
..
+ 1

= (n- 1)M + 1

= Mi - n + 1

3) Cha que ligue forme une progression
arithmétique etdont la somme de ses
éléments est donnée par :

(rombaliguen) : An+...+ Br = Ar + Bux (ub.

de bims
2 de la ligue

E ArtBrxM
-

2

= m2 - m + 1 + m2+m - 1xM
2

= 13



Ainsi,
An +

--
.

+ Dr = M3 .

4) Notons Su la somme de tous les entiers
de la pyramide,= . e :

Su = 1+ 3 + 5 + - - -

- Br.

.La pyramide forme are progression
ne /constituée de nombresanthmétiq

impairs) etdont la formale de Su est
donnée par :

Sn =
1+Brx(ub .

de temes)

= 17 Bn x Nr
Z

= M(n+ 1) xm(n+1)
2 2

= (m(m+1))2



G
,
on a d'aute part : (d'après q. 3)

Su= 1++ +11 t ... + Ant ... +Br
mu

13 23 33 43

3
= 13 + 23 + 35 +... +M

Finalement
,
on obtient :

Ez(n) =
1+ 2 + 33+ --tr

= (en)

Exercic 2 :

1) Raisonnons par l'absende etsupposons
que = & , avec peNetgeIN

we lafraction estsousformecon suppose 9
iridudible
, e pgcd(p,a) =

1

.

Gu a :

2= don : 29=



En en déditalors que pret pais .

Gci implique alors (àfair en esarcia
que p est pair , :

-
e-

p = 2 p', pe IN.

En rinjecté Il

p = 2 p" dans l'égalité
"29 = p2" et on houve

:

2q2= 4 p-2
E q2 = 2 p-2,

d'ai :

et par
seit9 Pair,

9 pair également.
tiusi
, perq sont pairs : contradict

con pgcd(p,q) = 1 par hypothese.
2) Soit a,a, b,6Ex tele

que :

a+ be =a+bi -
(f)

19: a =a et b = b



Dapee(), ona : a -a = (b-b).

Si l + b, on obtatdonc :

Q a - av =EQ(9. 1) .

E-b

Don : b =
b' et par suite a= a:

Exercic 3 :

1) Par L'absurde.

2) Soit ma 1 .

SeitRo, --

,un
(0,1]

lets que : No -11-- -
1 kn 1 .

Découpons 20, 13 en nintervalles égaux de

longueu Tu ·

[0, 1) = Co,JUFJU ...U,

D'après log-1), il existe alors récessaire-
went un intervalle contenantdeux



des : , que hou note sitsin .

Ainsi
/(Min-Kiz)- = longueur de

chaque inter
rolle

Exercice 4 :

Sat21
. Orpose : Pr

=Than is
Pamerons-nous à un calcul de somme.
Pour cefair, on pose :

Un =
In (Pm)

Qu a alors :

Un = en (t)
=en (is)
=
[hu(i) + h(j)
111M

= Eb(i) + le(s)1iJIM

= tuli)+ en(s)



= (n - (i+) + 1) (u(i)+ (5 - 1-1+1)h(j)
=E (r - i) lu (i)+[ ( - 1) h(s)

= (n-i)lu(i)+ (i - 1)h(i)

=- i+ i-1] h(i)
= ( -1) (i)
= (n -1)())
= (n -1)((m ! )

=h ((m !)
- -)

Finalement
,

Un = br ((m ! )--),
don :

Pu =c = (n)-



Exercice 5 :

Soit f : (R--IR mefonction .

1) 7 ! C EIR, FoEIR, f(a) = c.

2) Jx +yEIR / f(x) +f(y) .

3) 31. EIR, f(x) = 0.

4) ITEIR , VocEIR,f(n +T) =f(x)·
* Tu est pas unique .

Exercice 6 :

1)ff
kimpai

1er 2 :h = 2k -(2f
22 : k=2h+1 =fi+ 1)

2



=Le

=
= hm-h

= hm2 - 4(n -1) r - M

2

= hm2 - 2 (m - 1)n - e

= ha 2
- 7 m2 + In - M

= 2m2 + M

& (1hk = 22+ M

k= 0

2) [minliilien min(iitr 11j4M

&

X
=+ (illorsque i = j = : k



=E + 2 i
1iCJIM

=E
= h+te)i

M - E

=Eh + Ini-2
= 1

=h+ In. ) - 2 Cete)
O

= m(n+ 1)(2n + 1)
-

2n(+ 1)(2m+ 1)
6

2

=
3 m(m+n)(2n+1) - 2m(m+1)(2m + 1)

6 6

= m(n + 1)(2m+ 1)

6



Exercice 7 :

Seitm EIN*.

1) Soient a , beIN tête que abb.
On ai

a-b"=Fai gr-1hh e

11

-ah
asb↓-- le
= b"-"f-bfh

n= 0

=fi
=
mb"
,

doi :
a" - b -ub"-F



2) Soit (, 2 ,/EIN* Letque :

e + ya = zu (a)S

Sous porte de généralités, onpeut
supposex zy.
D'après (a), on décrit : sy.
De plus, d'après (a), on a :

a
= z - ya) dapés 9 .

1)
= mya

-

Imah-1 car eszy par
hypottise .

G, x + 0 (x EIN), donc:

an2mx"
- 1

I= x= man
-1

I
-

2 =

RIM .



D'ai : Ir et y = m .

Tonyx
Exercice 8 :

1) Soit h - IN".

*hab-Se
= a = 1 et a+ b = 0

= b= - a =
- 1

a = 1 et b= - 1

2) soit In EINa. On a :

h - E - Cette
-

don
:** -m



En sommant as in égalités, onobtient :

=
1

E-1-
Don
,
en ajoutant 1,
-2-

3) Par passage à la bienite,
on trouve :

=en 2

(Enfait,m =...



Exercice 9 : Sit z un ensemble etAus,
des parties de E.

1) En procède par double inclusion .

L Site EAIB
.

=> x = A et xtB

= À eta et

=xBIA.
- Seit BIA

.

= xet etn
= xfB ext A

=>E Alb
.

2) => an suppose AUB = ARB.

Montrons que : A = B

C. SuitE A
.

Alo, e AUB .
G
,
AUB = AlB

,



donc e AlB
.
Dou = e EB .

>
.
De même en prenant e EB.

. En obtientdonc A=B.

1 Supposons A= B
.

Montrons que
AUB = AMB

.

Gra :
AUB = AUA = A

AlB = AlA = A

G
, comme

A = A
,
an obtent :

AUB =
AMB

.

3) => Supposons AUB = BIC.

Montrons que : A c BCC .

.
Sat A

.

Alors: EAUB

B"C
dan x EB1C et a -B.



Sity e B .

Han
, y e AUB = BRC

dan y e B1C et y C .

An a bien monté AcBcC .

= Supposons A CBCC .

Montrons

re AUB = BIC .9
c

.Soit AUB .

-Si A , alis neBcC .

-
Si BIA

,
ales c .

Dans les 2 cas, BetneC,
donc E B1C

.

-
.
Site e BMC

.

Ale, ve Be
xe AUB .

.
En a donc monté :

AVB = BIC.



Garcia 10 : Sotr EIN et m
,.., en e

Ele
que:=met

Gra :

(ea-1)=-+

=-2x+
n = 1 h= 1

=m - 2m + M

=2n - 24

= 0

22, pour tout hy-- , my,
(a--(2) Op

An en didentalors :

(kn - 1)" = 0
,
m = 1
...,r

= af - 1 = a, k= 1
...,

r .



Exreice 11 : -A
1) Jx EIR : JaeRE

,
-6 er

,
x = a+by = IR

2) Procédons par double inducion :

c Immédiat par définition de A.
-Soit e EIR

.

1 con : x > 0

=
29 gas : e 20

=(1)
32201 : n = 0

0 =1
.

Enalement, IR 2 Act IR =
A.



esarcia 12 :

1) On pose,pourtoutt

s

En a alors
:

Ubzn-Van = (h + 1) 2h+ -th

= h2 2 + 22x -
kx2h

= (2m + 2 - k)2k
= (k + 2)2k

2) En reconnait
, d'après q .

1)
,
une comme

-

télescopique , dou :

& (+2) Imme-Um) =-Un-On

=
(n+1)2h

+1
- 0

= (n+ 1) 2m
+ 1



Esarcia 13 :

Soit f : IR--IR mefoncion .

1)7xEIR / f(x)= 0.
2) 7M30,FA) 0

, Jm > A , f(u) M
3) 5x EIR/ f(a)) o et1 > 0.
h) 72 30

, Vm > 0
, J(,y) -I" , In-yl = m

et 18(as-f(y)(

Exercic 1h :

Soit er > -1
.

Procédons par récurrence.

Initialisation :m= o

(1+ x)0 = 1 ef 1 + 0xx = 1,

d'on (1 + a) -17 On
.

H .R) Hérédité : Sot ma o fiscé fet que 1170"11+ re.

Montrons que l'on a alors (17x)** 1+ (nex.

Gua : (1+ee)h
+

- (n+x) "(1+ x)

1 f+mx) (1+a) ) par H .

R



= 1 + x +Mx + Ma

=- 1+ (m+1)a +mx
~

20

21+ (m + 1)x

Francia 15 :

1)+= ah en
=(ak + bk+ a)(k+ 2) + ck(k+1)

M(k=1) (fu+ 2)

-af+ Ch+ ak + 2ah+28h+ 2a + ck"+ ch
h(h + 1)(m + 2)

= (a+b + c)k"+ (3a+26 +xk + 2a
k(k+ 1)(k + 2)

Par identification, or trouve :

S 2a =
2

3a+2b+ c = 0

& a + b + c = 0



= a = 1 et (2b+ c =
- 3

(b+c =

- 1

=> a = 1 et (2-1
=> a =

1 et)b =
- 2

-c
= 1

Finalement,
a = 1
,
b =

- 2 etc
= 1 .

2)nima=

=-
=1--E+
=E-+2



1
11

121

1331
Esarcio 16 : 14641

·(+1)" - m = (n+ 1)" - o"
= (n + 14

· (h+1)
*
- h =

m" + 4hi+ 6k"+ 4k + 1 - k
= hk3 + 6k2 + 4k+ 1

==6
= 23+h

h = C

+ M(r)Rme) + 2m(t) tht

. Ainsi, on obtient :

=+ 1)" - m(n +1)(m+ 1) - 2m(m+1 +( + 1

E

=
m+1)[(m+1(3m(m+1) - 2n - 1]



= (n + 1) (m :+ 3n2+-- 2n2-M -(n)
22

= (m+1)(m3 + mz)
22

=

-
(m +1)m2 (m + 1)

22

= (m(m+1))2
Exercice 17 : bit m,y -IR.

1)1xoux -y
2) n

=
= 1 et x= 1

3)bmEIR, fy em, n+ y + 0

n) a = E
,
zx

- ef
,
x=x

- et f(x) =f(x)



5) F(A,B) EPCE)(1B = pet(A+ etB+0)

Exercic 18 :

Initiativation : n = 2

Fre= 1+1 et = E

=
et 576 :

/
4 S

Vin dite : Sitmarfis telquev

H
.
R (n
=
>s



Montrons que:-

->m - 3ut3 = 3m(n +b) -Brest
(2n+ 1) (2m + 3)

=br +ArFr-r-Er-3
42+ 8m+ 3

-
- 3

4n
2 + 8r+ 3

Il nous fautalor monter que :

3 L 1

492 + 8m+ 3 m
2 + 2m + 1

7)
1 L 1

4 m2 + 8m+ 3 3m-

+ 6m + 3

G hm2 + 8n+ 3 = (m2 + 2m) + 32+ Gu+ 3 .

un

20
D'où le résultat annoncé.



Exercice 19 : soit m =o
,

a EIR etbeIr*.

1) ahhf-hah
=age
I/1 8&
M+1 Si 8a = 6

2) même idée que pour
le min.

(voir escrace 6)

Foncia 20 : E = Sa, b]
(a
,
b) ExE

(a, (1) EE + P(E)

(t, a) E P(E)XE

(d, (a)) = P(f)+ P(E)



Esarcia 21 :

1)()

2) =

3)

4) (=>

Exercice 22 : SoitE
,
F deux ensembles.

= Immédiat
.

= Supposons PCE) = PCF). Montions

que : -=F
.

· Soit m E
.

Alors
, SoeP(E) .

G
,
P(E) = PCE) donc bo P(F).

D'oùF .



Exercice 23 :

1)
l

= h

-
= tel
= m(n +1)

U

2) (q +1) p(q +1)

=p]
-[1]

= (r (m-((m+ 1) +m)m(m+ 1)



3) [(i - j)"= ing (i-j)=
61jIM j = 0 i = j ↳ h =

i

- j
jij+ p

=

=&P(At (2
6

= (m +1) = p(p + 1)(2p + 1)
6

Exercice 24 : Soit En ensemble etA,B deux

portes de E .

1) .
Sit (EP(A)UPCB)

.

Al : <EP(A) on Ce P(R)

= CCA on CCB

= CCAUB

=> CEPCAUB)

. Seit Ce PlAJMP(B)
. Mg : Ce PCANB).

CCA et c B



= CCAlB

=> CE PANB)

Don P(A1P(B) CPCAMB) .

3 Soit CEP(ANB) . Ma: CEPAMP(R)
CCAlB

=C A efcB
= (EP(AJ et CEP(B)

= CEP(A) .

1 PCB)

Poi :

P(A1B) < P(A) 1 PCB)

Finalement,
PLANE) = P(A)MP(B)

.

2) Montrons que :

(A)UP(B) =PLAUBI) (ACBouBcA).

Immédiat



=> supposons que P(A) VPCB)= PCAUB).

Montone que : Ac B on BC A

AUBE PCAuB) = P(A)UP(B)

=> AUB EP(A) on AUBEP(B)

=> AUBCA on AUBCB

=> BCA on AcB .


