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Questions de cours

Soit a et b deux nombres réels. Montrer que

a+b+|b—al

5 ,  min(a,b) =

max(a, b) =

Montrer que pour tout = € R,
lz+1] =[z] +1

et que f:x+— x — |x] est 1-périodique.

| '

Montrer que pour tout entier naturel n > 5,

n! > 2ntL

| r

Montrer que % est un entier naturel.

| '

Montrer que n? est pair si, et seulement si, n est pair.

| r

Montrer que 1’équation
92° — 122" + 62 —5=0

n’admet pas de solution entiére.

| '

Montrer que

1)(2n + 1
12492 4. 422t DCRFD)

|

Résoudre sur R l'inéquation :

z—1<+vzx+2.

r
\
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Exercices

On considére la suite (v, )n>0 définie par :
v=1, v1 =3, Unya=4vy41 —4v, pour toutn > 0.

Montrer que pour tout entier n > 0 :

(14

On procéde par récurrence sur n.

Initialisation : Pour n =0 :
0
vp=1=2° <1+§),

1 3
U1 (+2) 5

Donc la propriété est vraie aux deux premiers rangs.
Hérédité : Supposons que pour un certain n > 0,

1
vn:2”(1+g), Vpyr = 2711 (1+n; )

et pourn=1:

Alors :

1
Unio = Mpy — dvp = 4. 20 <1+"J2r )—4-2"(1+g).

On met 2" en facteur :

" n+1 n\| _ .n n+3 n+2
Uppa = 2 {4-2(1+ . )—4<1+§)}_2 [8 -4 ]

En simplifiant :

2
Vg2 = 2 [A(n + 3) — 2(n +2)] = 2'(2n +8) = 2" (1+"§ )

Ainsi, v,12 satisfait la formule, et par récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0.
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On définit la suite (up)n>0 par :

n
u =1, Upy1 = 1+Zuk
k=0

Montrer par récurrence forte que pour tout n > 1 :

Uy, = 2" — 1.
On définit la propriété P(n) : u, = 2™ — 1.
Initialisation :

w=1l4+u=2=2"-1

Donc P(1) est vraie.
Hérédité : On suppose que P(k) est vraie pour tout 1 < k < n. Alors :

n n
Unp1 =1+ wp=1+ug+Y (2"-1)=1+1+@2" +2°+...+2" —n)
k=0 k=1
=24+ (2" —2)—n=2""1_1

Ainsi P(n + 1) est vraie et, par récurrence forte, la formule est vraie pour tout n > 1.
Remarque : La suite (u,) est une suite géométrique de raison 2 a partir du rang 1.
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Montrer que pour tout entier n > 0 :

n
Z < (n+ 1)L

| V

On procéde par récurrence sur n.
Initialisation : Pour n =0 :

0
Zk!=0!=1§1!=1
k=0

Donc la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité : Supposons que Y ,_ k! < (n+ 1)! pour un certain n > 0. Alors pour n + 1 :

n+1
Zk' Zk'+ m+1)!<(n+1D)+n+1)!=2(n+1)
k=0

Or2-(n+1)! <(n+2)! pour tout n > 1 car (n+2)! = (n+2)(n+1)! > 2(n+ 1)
Donc par récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0.
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On considére la suite (uy,),>o définie par :
3 du, — 2
ug =3, u = .
0 n+1 Uy + 1
Montrer que pour tout entier n >0 :
2.3"7 _ 2n—1
Un = gn _ 9n—1

On définit la propriété P(n) : u, = ?f_—ﬁ;

Initialisation : Pour n =0 :

2.39—271 2-1/2 3/2
30—2-1 1-1/2 1/2

UO:3:

Donc P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose que P(n) est vraie pour un certain n > 0, c’est-a-dire :

2.3"7 _ 2n—1
Un = gn _ 9n—1
Alors : I
4wy, — 2 4% -2
u = = .
n+1 u” + 1 2,3n,2n—1 + 1

3n_9n—1

En simplifiant numérateur et dénominateur :

423" —2n )y — 23" -2ty 6.3"—2" 2.37Hl_on

Ut T T g _gn ) f(3r—2n 1) | giil_gn | gnHl_gn

Donc P(n + 1) est vraie et, par récurrence, la formule est vraie pour tout n > 0.
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On considére la suite (uy,),>o définie par :

up =1, wu =4, Upt2 = 2upy1 — uy pour tout n > 0.

1. Montrer que pour tout n > 0 : uy, = 3n + 1.

2. En écrivant que ugq — ux = ug — uk—1 et en sommant ces égalités pour k € [1,n]
et n > 1, retrouver ’expression précédente.

1. Par récurrence double : On pose P(n) : u, = 3n + 1.

Initialisation : Pour n=0,ug=1=3-0+1. Pourn=1,uy =4=3-1+1.
Heérédité : On suppose que P(n) et P(n+ 1) sont vraies :

up =3n+1, up,y1=3(n+1)+1.
Alors par définition de la suite :
Upt+2 = 2Upg1 —Up =23(n+1)+1)—Bn+1)=3(n+2)+1.

Donc P(n + 2) est vraie.
Ainsi, par récurrence double, la formule est vraie pour tout n > 0.
2. Par sommation : On écrit pour k € [1,n] :

U1 — U = Uk — Uk—1-

En sommant de k = 1 a n, on obtient :

n n

D gy —uk) =Y (ug —up—1) => Upp1 —u1 = Uy — Uo.
k=1 k=1

Donc pourn > 1 :
Upt+1 — Up = U1 — Ug = 3,

et on retrouve que (up)n>0 est bien une suite arithmétique de raison 3.
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On considére la suite (uy,),>1 définie par :

up =1, un+1=un+$;uk pour tout n > 1.

Montrer que pour tout entier n > 1 :

Uy = 2n — 1.
On procéde par récurrence forte.
Initialisation : Pour n =1 :

up=1=2-1-1.

Donc P(1) est vraie.
Hérédité : Supposons que P(1),..., P(n) sont vraies pour un certain n > 1, c’est-a-dire :

up =2k —1 pourtout k=1,...,n

Alors, par définition de la suite :

n 2 n
Upt] = Uy + Z up = (2n—1) n—ZQk—l
k=1 _

Calculons la somme :

n
Z(Qk—l):2 k— 1:2-n——n:n(n+1)—n:n2.
k=1 k=1 k=1

3
3

Donc : 5
Ung1=(2n—1)+ 5 - n* =2 —14+2=2(n+1)- 1L
n

Ainsi, P(n + 1) est vraie et par récurrence forte, la formule est vraie pour tout n > 1.
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Résoudre dans R I’équation :

|V +1] =2.
On sait que pour tout réel y, |y] =2 <= 2 <y < 3.
Ici, on pose y = v/ + 1. Donc :

2<+Vxr+1<3.

En élevant au carré :
2 <r+1<3 — 4<z+1<0.

En soustrayant 1 :
3 < x<8.

Ainsi, ’ensemble des solutions est :

x € [3,8[|
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Montrer que pour tout entier n € N :

|(VR+Vn+1)*| =4n+1.
Solution
Posons

z=(n+vVn+1)2=n+n+1)+2/nn+1)=2n+1+2y/n(n+1).

On veut montrer que || = 4n + 1.
Borne inférieure : On veut vérifier que 4n 4+ 1 < z, soit :

2n+1+2y/nn+1)>4n+1 = /n(n+1) >n.

En élevant au carré :

nn+1)>n? = n>0,

ce qui est vrai pour tout n € N.
Borne supérieure : On veut vérifier que x < 4n + 2, soit :

1
2n+1+2y/n(n+1) <4dn+2 = \/n(n—|—1)<n-|—§.

En élevant au carré :

1\ 1
n(n+1)<<n+§) :n2+n<n2+n+z,
ce qui est vrai pour tout n € N.
Ainsi :
In+l1<zr<i4n+2 = |z|=4n+1.
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