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Questions de cours

1. Partie entiere d’un réel : définition et inégalité correspondante.

déduire un encadrement de la partie entiere ?
2. Inégalité triangulaire.
3. Formule de a™ — b".
4. Que vaut V22 ? Expliciter I'inégalité |z —a| <e.

. Comment rédiger une démonstration du type :

ot

(a) "Vx € E,P(x)" ?
(b) "Iz € E,P(z)” ?

6. (a) 2"zP =.., = (2P 7 ()" = ... ,
z\" _
) =
(b) a’ =
Exercices

Comment en

Exercice 1

Résoudre dans R les équations

[\/x2+1J:2 et

120 +1] = |z +4].

Exercice 2

Soit n > 1. On pose

P, = i (”) et I, = i (”)
k=0 k k=0 k
k pair k impair

o]

Calculer P, + I,, et P, — I,,. En déduire P, et I,,.
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Exercice 3

Soit € R et n € N*. Démontrer que

-1

n

On pourra procéder par double inégalité.

Exercice 4

1. Montrer que pour tout z,y € R,

zy < 3 (2* + 7).

7b’rl S R?

2. Soit n € N*. En déduire que pour tout a,...,a, € Ret by, ...
n 1 n n
Z‘akb“ < 5 (Zai—&-Zbi) .
k=1 k=1 k=1
3. En déduire l'inégalité de Cauchy—Schwarz :

Vn € N*, Vayi,...,a,,b1,...,b, € R,

4. (Bonus) Démontrer 'identité de Lagrange :

(g:l akbk>2 + > (arbe — aghy)? = (zn: ai> (zn: bi) .

1<k<f<n

Retrouver alors I'inégalité de C-S.

Exercice 5

Soient x,y € R. Montrer que

min(z,y) = (1: +y—|r— y|)

DN | =

1
max(x,y) = §(x+y—|—|x—y|) et
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Exercice 6

Soit n € N. Pour tout p € N, on pose

1. Calculer Sy(n).
2. Calculer S1(n). On réécrira k(Z) d’une autre maniere.

3. En déduire une expression explicite de Sy(n). On réécrira astucieusement
k% comme la somme de ...

Exercice 7
n

Soit & un nombre réel. Pour n > 1, on pose u, = ZkaJ Démontrer que,

k=1
pour tout n > 1,

Exercice 8

Soit n € N*.

1. Vérifier que (2 + v/3)"™ + (2 — v/3)™ est un entier pair. On pourra utiliser
le binome de ...

2. En déduire que la partie entiére de (2 4+ v/3)™ est un entier impair. On
pourra remarquer que (2 —V/3)" < 1.

Exercice 9

Soient n,p € N. Exprimer a l'aide de factorielles

pl:[l n—~k

Que reconnait-on ?
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Soient a, b deux réels strictement positifs. Les parties suivantes sont-elles ma-
)

jorées, minorées 7 Si oui, déterminer leur borne supérieure et/ou leur borne

inférieure.

L. {zeR : 22 <2};
2. {a+(-1)" : neN};
3. {a+bn : neN}

Soient n € N* et m € N. Calculer les sommes suivantes :

LY (Z) k.

0<k<n—1
0<l<m

2. Z ( n]:r > (on effectuera le changement d’indice | =2n+1— k).
k=0

Les parties de R suivantes sont-elles minorées, majorées ? Dans chaque cas,
déterminer s’il y a lieu la borne inférieure, la borne supérieure, et dire s’il s’agit
d’un minimum ou d’un maximum.

A:{mnn_H : (m,n)E(N*)Q}, B:{mn”le : (m,n)ENQ}.

Démontrer que pour tout z € R,ona [z + 1] = [z]| + 1.
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Soient a, b deux réels strictement positifs. Les parties suivantes sont-elles ma-

jorées, minorées ? Si oui, déterminer leur borne supérieure et/ou leur borne
inférieure.

b
1. {a—!— : nEN*};
n
b *
2. {(—1)"a+ :neN };
n
b
n

: nEN*}.

k

Soit n € Net z € R\ {1}. En utilisant k = Z 1, démontrer
1=1

ik’xk Cnx"?—(n+ 1z 4
k=1 - (z—1)2 '

Soient n € N* et (ai,...,ay), (b1,...,b,) deux n-uplets de réels.

1. Démontrer l'identité

Do (ac—ar)be—br) = nY agb;— | D a; || Db
j=1 J=1 J=1

1<k<t<n
2. En déduire que sia; < as <--- < ay et by <by <--- < by, alors
1 n 1 n 1 n
— — b < - bp..
(13a]) (25n) < 130
k=1 k=1 k=1

Autrement dit, pour deux suites rangées par ordre croissant, le produit
des moyennes est inférieur ou égal d la moyenne des produits.

Encadrer z + y, * — y et xy sachant que z € [3,6] et y € [—4, —2].
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Soit n € N*.

1. Démontrer que 2n < 2y/n(n+ 1) < 2n+ 1. On pourra montrer que pour
tous réels a,b > 0, on a 2vVab < a+b.

2. En déduire la valeur de |(v/n+ vn+1)%].

Pour z € Ry, comparer |v/z] et |\/|z]|]. On pourra procéder par double
inégalité.

Soit (p,n) € N. On pose

n

Sy =3 (k>

k=p p

Interpréter Sp(n) sur le triangle de Pascal et calculer cette somme en lui
ajoutant astucieusement 0.

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1 jlz+3|=5;
2. lz+3]<5;
3 |z+2>T.

Démontrer que pour tout n € N*, on a

n

>R < (n+ 1)

k=1
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Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
L |z +12| = |2* - 8| ;

2. |z 4+ 12| < |2? -8 .

Soit n > 2.
1. Démontrer lidentité k> + k+ 1= (k+1)*> — (k +1) + 1.
2. En déduire alors une simplification de

n kg _ 1

P, = —_
n 3
k:2k +1
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